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Poniżej podamy kilka przykładów rozwiązań równań  i układów równań 

różniczkowych  zwyczajnych z warunkami brzegowymi. Tego typu zagadnienia 

nazywamy zagadnieniami początkowymi Cauchy’ego. Przykłady te można 

traktować jedynie  jako wstęp do studiowania teorii równań różniczkowych. 

Rozwiązania  poniższe nie wyczerpują wszystkich metod znanych  w analizie 

matematycznej. 

Zagadnienie 1. 

Sprawdzić, że funkcja uwikłana zadana równaniem 1
22
 yx  oraz spełniająca 

warunek 1)0( y  jest rozwiązaniem zagadnienia Cauchy’ego 








.1)0(

0

y

yyx
 

Sprawdzenie: 

Z równania 1
22
 yx  mamy 












2

2

1

1

x

x
y . Z pierwszego równania 1)0( y . 

Niech .1)(
2

xxy   Wtedy .
1

)(
2

x

x
xy




 Podstawiając funkcję i jej pochodną 

do równania z zagadnienia Cauchy’ego otrzymujemy 

.0
1

1
2

2
Pxx

x

x
xxL 




   

Zagadnienie 2. 

Rozwiązać zagadnienie Cauchy’ego 











1)0(

)cos()cos(
3

y

yxyx
dx

dy

 

Rozwiązanie: 

.)cos(

)cos()(

3

3

dxx
yy

dy

xyy
dx

dy






 

Całkując obustronnie otrzymujemy  

(1)   


.)sin(
)1(

22
Cx

yy

dy
 

Rozkład: 

.)(

)()1(1
1)1(

1

2

222

22

ACyyBA

CyByAAyyCByyA
y

CBy

y

A

yy









  

Zatem  porównując stronami otrzymamy: .0,1,1  CBA  

   





.)1ln(
2

1
)ln(

1)(
1

2

22
Cyy

y

ydy

y

dy

yyy

dy
Podstawiając do równania (1) 

mamy: .)sin(1ln)ln( 21

2
CxCyy   

Z własności logarytmów ,)sin(
1

ln 3
2

Cx
y

y



gdzie .

123
CCC   
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.
11

)sin(

2

)sin(

2

)sin(1

ln

33
2

xCxCxy

y

Ce
Y

y
e

y

y
ee








  

Z faktu, że 1)0( y  wynika, że .
2

1
C  Ostatecznie )sin(

2
1

x
e

y

y 



 jest 

rozwiązaniem zagadnienia Cauchy’ego. 

Zagadnienie 3. 

Rozwiązać zagadnienie Cauchy’ego:





















.1)0(

0)0(

0)0(

y

y

y

xyy

 

Rozwiązanie 

Jest to równanie niejednorodne rzędu trzy. 

Transformując obustronnie powyższe równanie i podstawiając do równania 

wyjściowego otrzymamy równanie algebraiczne postaci: 

.0,
1

1
2

3
 s

s
sYYs Wyznaczamy transformatę Y(s)=Y: 

.
1

)(

11
1

1
)(

332

2

2

2

2

3

s
Y

sss

s
Y

s

s

s
ssY 







  

Transformując  obustronnie transformatą odwrotną  równanie 

3

1
Y

s
 otrzymujemy oryginał postaci 21

2
y x czyli rozwiązanie zagadnienia. 

Zagadnienie 4. 

Rozwiązać równanie postaci 054  yyy  przy warunku początkowym 
(0) 3, (0) 0y y    

Rozwiązanie: 

Jest to równanie jednorodne rzedu dwa. 

Równanie charakterystyczne ma postać 2
4 5 0.     

Liczymy pierwiastki tego równania: 

1,2

24 16 20 4 2

22 2

ii

i


     
   

 
 

Otrzymujemy układ  fundamentalny rozwiązań postaci: 
2

1

2

2

( ) cos

( ) sin

t

t

y t e t

y t e t





 



 

Zatem rozwiązanie równania przyjmuje postać ogólną: 2

1 2
( cos sin )

t
y C t C t e


   

Korzystając z twierdzenia o pochodnej iloczynu liczymy pierwszą  funkcji  

t

tt

etCtCtCtCy

etCtCetCtCy

2

2121

2

21

2

21

)sin2cos2cossin(

)sincos(2)cossin(








 

Korzystając z warunków początkowych mamy: 

.6202)0(

3)0(

21212

1





CCCCCy

Cy
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Podstawiając wyznaczone stałe do postaci ogólnej otrzymujemy rozwiązanie w 

postaci .)sin6cos3(
2t

etty


  

 

Zagadnienie 5. 

Znaleźć rozwiązanie 








)(

)(

ty

tx
zagadnienia: 


































)(

)(

12

11

)(

)(

ty

tx

ty

tx
, jeśli .

1

1

)0(

)0(


















y

x
 

 

Rozwiązanie: 

Wielomian charakterystyczny macierzy 













12

11
A  wynosi: 

.322)1(
12

11
)(

22





 




W Rozwiązując równanie o 

czyli wartości własne wielomianu charakterystycznego wynoszą 








.21

21

2

1

i

i




 

Szukamy wektorów własnych odpowiadających wartościom własnym tego 

wielomianu: 































0

0

22

12

2

1

v

v

i

i
 stąd .1,2 12  viv Zatem współrzędne wektora 

wynoszą .
2

1












i
v  

Szukamy  rozwiązań szczegółowych  tworzących fundamentalny układ 

rozwiązań równania wyjściowego: 

 

.
2cos2

2sin

2sin2

2cos

2sin22cos2

2sin2cos

2

1
)2sin2(cos 























































te

te
i

te

te

tti

tit
e

i
tite

t

t

t

t

tt

Równania szczegółowe mają postać: 

.
2cos2

2sin
)

2

1
)2sin2(cos(

2sin2

2cos
)

2

1
)2sin2(cos(
























































te

te

i
titey

te

te

i
titex

t

t
t

t

t
t

 

Rozwiązanie ogólne jest kombinacją liniową rozwiązań szczegółowych, zatem otrzymujemy: 

.
2cos22sin2

2sin2cos

)(

)(

21

21


























teCteC

teCteC

ty

tx

tt

tt

 

Korzystając z warunków brzegowych otrzymujemy: 

,12)0(

1)0(

2

1





Cy

Cx
Skąd .

2

2
2 C Otrzymujemy rozwiązanie zagadnienia: 

.

2cos2sin2

2sin
2

2
2cos

)(

)(


































tete

tete

ty

tx

tt

tt
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Zagadnienie 6. 

Rozwiązać zagadnienie początkowe: 
.1)0(,02  yyy  

Rozwiązanie: 

Metoda pierwsza 

Jest to równanie jednorodne rzędu jeden, postaci .0)(  ytpy  

Zatem ze wzoru  ))(exp( dttpCy otrzymujemy postać ogólną rozwiązania 

.)2exp()2exp(
2





t

CetCdtCy Z warunku brzegowego ,1)0(  Cy czyli 

rozwiązaniem zagadnienia jest funkcja: .
2t

ey


  

Metoda druga 

,2,2 dt
y

dy
y

dt

dy
 całkując obustronnie 

otrzymujemy: ,2)ln(2)ln( 321 CtyCtCy  gdzie .
123

CCC   

Z definicji logarytmu ,
22 3 tCt

Ceey 
 gdzie .3C

eC  Warunek brzegowy 

rozwiązujemy analogiczne. 

Metoda trzecia 

Transformując obustronnie równanie otrzymujemy: 

,021  YsY gdzie )(sYY   jest transformatą równania różniczkowego. 

Z równania mamy: .
2

1
1)2(




s
YYs Transformujemy obustronnie ostatnią 

równość transformatą odwrotną otrzymując oryginał postaci: ,)(
2t

etf


 czyli 

rozwiązanie zagadnienia początkowego. 

Metoda czwarta 

.)1(
0 1 0 1

1 n

n n n n

n

n

n

n tantnaytay   










 


  

Podstawiając odpowiednie wielomiany do równania wyjściowego otrzymujemy: 

 






 
0 01 .2)1(

n n

n

n

n

n tatan Z porównania współczynników tego równania 

otrzymujemy: 

.
1

2
2)1( 11




 

n

a
aaan n

nnn
Z postaci wielomianu i warunków brzegowych 

wynika, że .1
0
a Szukamy rozwiązania tej rekurencji: 

.
!

)2(
)(

!

)2(

...............................
123

)2()2()2(
12

)2()2(

2
1

)2(

0

3

2

1



























n

n
nn

n t
n

ty
n

a

a

a

a

 

Zatem .
!

)2( 2

0

t

n

n

e
n

t
y







   
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Zagadnienie 7. 

Znaleźć rozwiązanie zagadnienia: .1)0(,0)0(,45
2

 yyeyyy
t  

Rozwiązanie: 

Transformując obustronnie równanie różniczkowe otrzymujemy równanie 

algebraiczne postaci: 

,
2

1
4

2




s
YsYsYs gdzie )(sYY  jest transformatą funkcji y. 

Otrzymujemy kolejno: .
)4)(2(

1

2

1
)4(

2

2







ssss
Yss  

Transformata odwrotna z funkcji 
)4)(2(

1
2




sss
Y  będzie szukanym 

rozwiązaniem. 

).24()2()(1

224)2)(()4(1

.
42)4)(2(

1

2

222

22

CAsABCsBA

CCsBsBsAAsAssCBsssA

ss

CBs

s

A

sss
Y
















 

Porównując strony tego równania otrzymamy układ równań 

współczynnikowych postaci: 

AB

CA

CBA

BA
















1

124

02

0

 i podstawiając do równań (2) i (3) otrzymujemy: 

2

1
12

124

022

124

0


















AA

CA

CA

CA

CA
 

Zatem .
2

1
,

2

1
,

2

1
 CBA Transformata równania przyjmuje postać: 

4

1

2

1

42

1

2

1

2

1
22










ssss

s

s
Y

 

Korzystając ze wzoru na kwadrat sumy mamy:
4

15
)

2

1
(4

22
 sss  

4

15
)

2

1
(

1

2

1

4

15
)

2

1
(

2

1

4

15
)

2

1
(

2

1

2

1

4 222
2


















ss

s

s

s

ss

s
 

4

15
)

2

1
(

1

4

3

4

15
)

2

1
(

2

1

2

1

2

1

2

1

22













ss

s

s
Y  

Transformata odwrotna tego równania wynosi: 

,
2

15
sin

15

4

4

3

2

15
cos

2

1

2

1
)( 2

1

2

1

2
teteety

tt
t

 czyli jest funkcją  będącą 

rozwiązaniem zagadnienia. 
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Zagadnienie 8 

Rozwiązać zagadnienie początkowe: 

.1)1()1(,0
2

2
2

 yyy
dt

dy
t

dt

yd
t  

Rozwiązanie: 

Jest to równanie Eulera jednorodne rzędu dwa. 

Niech 




















dr

dy

dr

yd
e

e

e
dr

dy
e

dr

yd

dt

yd

dr

dy
e

e

dr

dy

dr

dt

dr

dy

dt

dy
et

r

r

rr

r

r

r

2

2
2

2

2

2

2

 

Podstawiając do równania wyjściowego 
2

2

,,
dt

yd

dt

dy
t  otrzymamy: 

.000
2

2

2

2

2

2

22












y

dr

yd
y

dr

dy

dr

dy

dr

yd
y

dr

dy
ee

dr

dy

dr

yd
ee

rrrr  

Otrzymaliśmy równanie jednorodne rzedu dwa o stałych współczynnikach. Jego 

równanie charakterystyczne ma postać: ,01
2

 zaś pierwiastki wynoszą 

odpowiednio ., 21 ii   Zatem istnieją dwa rozwiązania szczegółowe postaci: 









ry

ry

sin

cos

2

1  tworzące fundamentalny układ rozwiązań rozpatrywanego równania 

jednorodnego. Rozwiązanie ogólnym równania jest 

.sincos 21 rCrCy  Zamieniając zmienne otrzymujemy: .lnsinlncos 21 tCtCy    

Pochodna wynosi .lncos
1

lnsin
1

21 tC
t

tC
t

y  Korzystając z warunków 

początkowych otrzymujemy: ,1)1(,1)1( 21  CyCy czyli rozwiązaniem 

zagadnienia Cauchy’ego jest funkcja .lnsinlncos tty   

 


