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Ponizej podamy kilka przyktadow rozwigzan réwnan 1 uktadow réwnan
rézniczkowych zwyczajnych z warunkami brzegowymi. Tego typu zagadnienia
nazywamy zagadnieniami poczatkowymi Cauchy’ego. Przyktady te mozna
traktowac jedynie jako wstep do studiowania teorii rGwnan rézniczkowych.
Rozwiazania ponizsze nie wyczerpuja wszystkich metod znanych w analizie
matematyczne;j.
Zagadnienie 1.
Sprawdzi¢, ze funkcja uwiktana zadana rownaniem x* + y? =1 oraz spehiajaca
X+yy' =0

y(0)=1.

warunek y(0) =1 jest rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego {

Sprawdzenie:

N1-x2

Z réwnania x> +y*=1 mamy y-= { —. Z pierwszego rownania y(0) =1.
—1-X

Niech y(x) =v1-x*. Wtedy y'(x) = .Podstawiajac funkcje i jej pochodna

— X
V1-x?
do rownania z zagadnienia Cauchy’ego otrzymujemy
L=x+yl-x? ——2 =x—x=0=P.

1-x?
Zagadnienie 2.

dy B 3
Rozwiaza¢ zagadnienie Cauchy’ego {& ~cos(x)y = cos(x)y
y(0)=1

Rozwiazanie:

W _ (y® + y)cos(x)
dx

dy
y’+y
Calkuyj qc obustronnie otrzymujemy

1) j y(y

Rozklad:
1 A By +C

y(y’ +1) y y* +1
=(A+B)y*+Cy+A
Zatem poréwnujqc stronami otrzymamy: A=1,B=-1C =0.

= cos(x)dx.

=-sin(x) +C,.

=1=A(Y’+1)+(By+C)y= Ay’ + A+By>+Cy =

J'm J' J' {dill = In(y) —%In(y2 +1) +C,.Podstawiajac do rownania (1)

mamy: In(y) - Inw/y2 +1+C, =—sin(x)+C,.
y
y? +1

Z wtasnosci logarytmow In =-sin(x)+C,,gdzie C,=C, -C,.



y
In
2 i . .
e yo+1 — e—S|n(><)+C3 y — e—5|n(x)+C3 y — Ce —sm(x)'

Jy?+1 VY? +1

Z faktu, ze y(0) =1 wynika, ze C = i. Ostatecznie
J2 yi+1

rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego.

Zagadnienie 3.

=e " jest

y"+y' =X
y(0)=0
y'(0)=0
y"(0) =1

Rozwiaza¢ zagadnienie Cauchy’ego:

Rozwiazanie

Jest to rdbwnanie niejednorodne rzedu trzy.

Transformujac obustronnie powyzsze réwnanie i podstawiajac do rownania
wyjsciowego otrzymamy réwnanie algebraiczne postaci:

1 —v-
s’ —1+5sY = 75> 0.Wyznaczamy transformate Y(S)=Y':

s?+1 s?+1 1
2 — V=323 ==

S s°(s” +5) S

Transformujac obustronnie transformata odwrotng rownanie

3"

1
3
Y(S +S)=S—2+1:

1 . : : 1, : : : .
Y == otrzymujemy oryginal postaci y = > czyli rozwiazanie zagadnienia.
s

Zagadnienie 4.
Rozwiaza¢ rownanie postaci y” + 4y’ +5y =0 przy warunku poczatkowym
y(0)=-3,y'(0)=0

Rozwiazanie:

Jest to rbwnanie jednorodne rzedu dwa.

Roéwnanie charakterystyczne ma posta¢ 1°+44+5=0.

Liczymy pierwiastki tego rOwnania:

i = —4+\16-20 —4+2i _{—2+i

2 2 T2 2

. ., . [y, (t)=e*cost

Otrzymujemy uktad fundamentalny rozwiazan postaci: { ! s
y,(t)=e""sint

Zatem rozwigzanie rownania przyjmuje posta¢ ogolna: y=(C,cost+C,sint)e™
Korzystajac z twierdzenia o pochodnej iloczynu liczymy pierwsza funkcji
y' = (-C,sint+C, cost)e ® —2(C, cost + C,sint)e ™
y' = (-C,sint+C, cost - 2C, cost — 2C, sin t)e ™
Korzystajac z warunkéw poczatkowych mamy:
y(0)=C, =-3

y!(O):C2—2C1:O:>C2 :2C1:>C2 = —6.



Podstawiajac wyznaczone state do postaci ogélnej otrzymujemy rozwiazanie w
postaci y = (-3cost —6sint)e ™.

Zagadnienie 5.

Znalez¢ rozwiazanie {X(t)} zagadnienia: [Xl(t)} = {_1 _1}{)((0} ,jesli {X(O)} = H
y(t) y®] L2 -1]ly® y(@] [1

Rozwiazanie:

Wielomian charakterystyczny macierzy A:{ ) _ﬂ WYNOSi:

Ww:‘_ 2 -1-2

‘ = (1+A)* +2= 1" + 24 +3.Rozwiazujac réwnanie 0

A, =-1++/2i
A, =-1-/2i.
Szukamy wektoréw wiasnych odpowiadajacych warto§ciom wlasnym tego
wielomianu:

{_ \Z/Ei —:/%l\\:j = B} stad v, = —/2i,v, =1. Zatem wspotrzedne wektora

czyli warto$ci wlasne wielomianu charakterystycznego wynosza {

1
Wynosza v = L i \/E}

Szukamy rozwiazan szczegdélowych tworzacych fundamentalny uktad
rozwiazan rOwnania wyjsciowego:

et (cos/2t + isin \/Et){ 1 }ze‘ cosv2t+isinv2t | | e cosvat L €sin Jat
-iV2 —iv2cosv2t ++/2siny/2t| |e*V2siny2t| | -e'V2cos+2t |

Roéwnania szczegotowe maja postac:

L . 1 B [ e cos/2t
x=R(e (cos\/§t+|sm ﬁt)[_iﬁ}) = _e’t\/Esin \/Et}
y = 3(e ™" (cos V2t +isin \/Et){_ le/g}) - _ ee—t_i/sgncfi/gt}

Rozwiazanie og6lne jest kombinacja liniowa rozwiazan szczegoétowych, zatem otrzymujemy:

XM) ] | cecosv2t+C,esin V2t
y(t) | |v2c,etsin2t—+/2C,e " cosv/2t |

Korzystajac z warunkow brzegowych otrzymujemy:
x(0)=C, =1

y(0) =-+/2C, =1,
{X(t)} _|e” cos\/Et—%e‘t sin /2t |
y(®) J2e tsin /2t + et cos/2t

Skad C, = —%. Otrzymujemy rozwiazanie zagadnienia:



Zagadnienie 6.

Rozwiaza¢ zagadnienie poczatkowe:

y'+2y=0,y(0) =1.

Rozwiazanie:

Metoda pierwsza

Jest to rbwnanie jednorodne rzedu jeden, postaci y'+ p(t)y =0.

Zatem ze Wzoru y = Cexp(- j p(t)dt) otrzymujemy posta¢ ogdlna rozwiazania

y=C exp(—j 2dt) = Cexp(=2t) = Ce . Z warunku brzegowego y(0) = C =1,czyli
rozwigzaniem zagadnienia jest funkcja: y =e™.
Metoda druga

v_ —2y,ﬂ = —2dt, calkujac obustronnie
y

dt

otrzymujemy:in(y) +C, = -2t +C, = In(y) = -2t + C,,gdzie C, =C, - C,.

Z definicji logarytmu y =e™®*“ = ce®,gdzie C =e“.Warunek brzegowy
rozwigzujemy analogiczne.

Metoda trzecia

Transformujac obustronnie rownanie otrzymujemy:

sY —1+2Y =0,gdzie Y =Y (s) jest transformata rdwnania rézniczkowego.

. . 1 . . .
Z rOwnania mamy: (s+2)Y =1=Y = 12 Transformujemy obustronnie ostatnia
S+

réwnos¢ transformata odwrotna otrzymujac oryginat postaci: f(t) =e™, czyli
rozwiazanie zagadnienia poczatkowego.
Metoda czwarta

y=>" at'=y=>" nat=3" (n+la,t"

Podstawiajac odpowiednie wiclomiany do rownania wyj$ciowego otrzymujemy:
> (n+Da t" =-2>"" at".Z porownania wspotczynnikow tego rownania
otrzymujemy:

—-2a,

(n+1a,,,=-2a =a, = .Z postaci wielomianu 1 warunkow brzegowych

n+l

n+1
wynika, ze a, =1.Szukamy rozwiazania tej rekurencji:

1
_(2)(-2) Ly )
LT 235@: yo=>
. (2(2):(-2) "
3-2-1

(2",
|

n!




Zagadnienie 7.

Znalez¢ rozwiazanie zagadnienia: y”" -5y’ + 4y =e*, y(0) =0, y'(0) = —1.
Rozwiazanie:

Transformujac obustronnie rownanie rézniczkowe otrzymujemy réwnanie
algebraiczne postaci:

S?Y +s—sY +4Y = Lz,gdzie Y =Y (s)jest transformata funkcji y.
S_

1 1
= )
s—2  (s—2)(s*-s+4)
1
(s—2)(s* —s+4)

Otrzymujemy kolejno: (s> —s+4)Y =

Transformata odwrotna z funkcji v = bedzie szukanym

rozwigzaniem.
1 A Bs+C

T (5-2)(s'-5+4) s-2 T s+
1= A(s’—s+4)+(Bs+C)(s—2) = As®> — As+4A+Bs* —2Bs+Cs — 2C
1=(A+B)s®>+(C-2B-A)s+ (4A-2C).
Poréwnujac strony tego rownania otrzymamy uktad réwnan
wspoétczynnikowych postaci:
A+B=0
~A-2B+C=0="'B=-A ipodstawiajac do rownan (2) i (3) otrzymujemy:
4A-2C =1
{A+C:O {2A+2C:O

= :>2A=1::>A:1
AA-2C =1 A4A-2C =1 2

Zatem A= % B= —%,C = —%.Transformata réwnania przyjmuje postac:
1 1 1 S 1 1
Yy = =. . _.
2 s-2 2 s°—s+4 2 s*-s+4
. , 1., 15
Korzystajac ze wzoru na kwadrat sumy mamy:s® —s+4 = (S—E) Ly
1 1
s R 2 1 1
s2_s+4 1., 15 1., 15 2 1., 15
( 2) 4 ( 2) 4 ( 2) A
1
S_i
y-1_t 1 2 3 1
2s-2 2 (1,15 4 0 1, 15
2 2 4
Transformata odwrotna tego réwnania wynosi:
1 1
y(t) = %ezt —%ezt cos@t —%-%ezt sin @t,CZylijest funkcja bedaca

rozwiazaniem zagadnienia.



Zagadnienie 8
Rozwiaza¢ zagadnienie poczatkowe:

2

tZ%-Ft%-F y=0,y'Q)=y@® =1

Rozwiazanie:

Jest to robwnanie Eulera jednorodne rzedu dwa.
dy dy gy 2

Niechtzer:ﬂzﬂzﬂze‘rﬂ:d y _ dr’ dr :e—zf(d_y_ﬂj

dt dt e dr  dt’ e dr® dr

dr

2

Podstawiajac do rbwnania wyjsciowego t,%, :It 2y otrzymamy:
2 2
e’fe d—z—ﬂ veer Wy y=0= d—z—ﬂ+ﬂ+ y=0= d—2/+ y = 0.
dr® dr dr dr dr dr dr
Otrzymali§my rownanie jednorodne rzedu dwa o statych wspotczynnikach. Jego

réwnanie charakterystyczne ma postac: A* +1=0, za$ pierwiastki wynosza
odpowiednio A, =i, 4, =i.Zatem istnieja dwa rozwiazania szczegdtowe postaci:

y, = COST o . -
sinr tworzace fundamentalny uklad rozwiazan rozpatrywanego roOwnania
Y, =3l

jednorodnego. Rozwiazanie ogolnym rownania jest
y = C, cosr +C, sin r.Zamieniajac zmienne otrzymujemy: Yy =C,cosint+C,sinInt.

. 1 . 1 . .
Pochodna wynosi y' = _fcl sinint + ICZ cosInt. Korzystajac z warunkow

poczatkowych otrzymujemy: y(1) = C, =1,y'(1) = C, =1, czyli rozwigzaniem
zagadnienia Cauchy’ego jest funkcja y = cosInt +sinInt.



